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はじめに

ユークリッド幾何学と結び目理論

結び目理論をユークリッド幾何学と対応させて考えてみる。

ユークリッド幾何学では、ユークリッド平面 �
� 内の三角形などの図形を対象とし、�� の合同変換で移

り合うものは合同であるとみなす。基本となる不変量として、角度や長さがあり、二つの三角形�と��が

合同である為の必要十分条件は、以下のいずれかを満たすことである。

� �辺の長さとその間の角が等しい

� �辺の長さとその両端の角が等しい

� �辺の長さが等しい

結び目理論では、�次元球面 ��内の閉曲線を対象とし、��の同相写像で移り合うものは同値であるとみ

なす。基本となる不変量として、結び目補空間の基本群があり、二つの素な結び目 � と� � が同値である

為の必要十分条件は、次を満たすことである（�	�
� ��

）。

� ����
� ���と ����

� �� ��が同型

また、ユークリッド幾何学での補助線の役割は、結び目理論での曲面の役割に対応すると考えられる。

ユークリッド幾何学 結び目理論

対象 ��� ��� ������

変換群 合同変換 同相写像

不変量 角度・長さ 基本群

道具 補助線 曲面

注 ������ 上のような考え方は、クラインのエルランゲン目録にある『一つの幾何学は、一つの変換群に

よって不変な性質を研究する不変式論である。』に基づいている。

結び目の位置と曲面

結び目を �良い位置�に配置することで、

� 曲面を作り出す。

�



c c

c

c

1 2

3

4

d

dd

l

l

l

1

2

3

1

2
3

b1 b2

b3

b4

diagram σstate loops -state surface

正則表示という位置に置くことで、結び目を境界とする曲面を任意のステイトから構成することがで

きる（���
）。

� 曲面の位置を限定する。

ある高さ関数に関して、極大点の個数が最小となるような位置に置く。更に、結び目補空間の本質的

閉曲面を臨界点が最小となるようにしておく。このとき、結び目の位置から曲面の位置が制限される。

図の例では、結び目の極大点が３個、閉曲面の種数が２の場合の状況が描かれている（���
）。

逆に、このような閉曲面が存在するならば、結び目の極大点の個数を２個にできないなどと、曲面の

位置から結び目の位置が制限されることになる。

�



第�章 結び目の基本構造

��� 結び目補空間定理

�����を �次元球面��内の結び目とする。��と��が同値ならば、補空間�����と�����は同相であ

る。また、補空間�����と�����が同相ならば、結び目群����� � ����
�����と����� � ����

�����

は同型である。これら二つの逆が成り立つことが知られている。

定理 ����� ��	�
�� 素な結び目�� と�� に対し、����� �� �����ならば、��
�� �� が成り立つ。

注 ������ グラニー結び目 �����、スクエア結び目 ������に対し、�������� �� ��������� ��� �� 	� 
��	� �

	�	� �
� � 
�
 �であるが、定理 ������より ����� �� ������ではない。

グラニー結び目 スクエア結び目

次の定理は結び目補空間定理として知られている。

定理 ����� ���

�� 結び目�� と��に対し、�� ���
�� �� ��� ならば、��

�� �� が成り立つ。

従って、素な結び目に対しては、結び目群が完全不変量となる。

注 ������ 結び目補空間定理は、絡み目については一般に成り立たない。�� � ���
�� �� � 
�� であるが、

��� ��� 
�� である。

ホワイトヘッド絡み目 ��� 
��

しかしながら、結び目補空間定理は、特殊な絡み目については成り立つ。

定理 ����� ����
�� ��� ��をホモロジー的に自明かつブルニアン絡み目とする。このとき、�����
�� �����

ならば、��
�� �� が成り立つ。

�



ここで、絡み目 � � 
� � � � � � 
� がホモロジー的に自明であるとは、任意の �成分部分絡み目 
� � 
�

に対し、絡み数が ���
�� 
�� � �であるときをいう。また、�がブルニアンであるとは、�が非自明で、か

つ任意の �に対して �� 
� が自明であるときをいう。

��� 結び目の幾何構造

定義 ������ � が自明な結び目であるとは、ディスク� � �� が存在して、�� � � を満たすときをいう。

例 ������ ライデマイスター変形で交点数を単調に下げることが出来ない自明な結び目の正則表示が存在す

る（���
）。

�������の自明な結び目の正則表示

例 ������ 任意の �に対して、��ウェーブが存在しない自明な結び目の正則表示が存在する（���
� ���
）。

���� �の自明な結び目の正則表示

注 ������ 結び目の正則表示が自明な結び目の正則表示である為の十分条件が与えられ、���� �の自明な結

び目の正則表示を解くアルゴリズムが示されている（���
）。

問題 ������ 自明な結び目の正則表示は、一般化された ��ウェーブで交点数を単調に下げることが出来るか？

定義 ������ � がトーラス結び目であるとは、自明なトーラス � � �� が存在して、� 	 � を満たすとき

をいう。

�



��� ���型トーラス結び目

注 ����	� � 交点までの結び目のうち、トーラス結び目は、��� ��� 
� � � ��� �� ! �� �� � �� �� ��及び、

"�� � � ��� ��のみである。

定義 ����
� � がサテライト結び目であるとは、���� � �� � �#�$�%�内に本質的トーラス � が存在する

ときをいう。特に、� が � 上のループにイソトピックのとき、� をケーブル結び目という。

トーラス体の中の結び目 "の字結び目のホワイトヘッドの �重化結び目

�� と 
� に沿った ��� ���型ケーブル結び目

定義 ������ � が合成結び目であるとは、� と �点で交わる �次元球面 � が存在して、� 
����が����

内で本質的であるときをいう。� が合成結び目でも自明な結び目でもないとき、� は素な結び目という。

	



# =

����� �グラニー結び目

# =

������ �スクエア結び目

練習問題 ������� 合成結び目はサテライト結び目であることを示せ。

自然数の素因数分解定理に対応して、結び目についても分解定理がある。

定理 ������ ���"
�� 任意の非自明な結び目は素な結び目の積に一意的に分解される。

定義 ������ �群の空間への作用�� � を位相空間、�を群とする。写像 ��� � �� ��� �� 
� � � �が次を
満たすとき、�は� に作用するといい、� を ��空間という。

�� 単位元 � � �と任意の点 � � � に対し、� � � � �

�� �� � � �及び � � � に対し、� � �� � �� � ���� � �

�� 任意の � � �に対し、写像� � �� � 
� � � �が連続
定義 ������ �商空間�� 群 �が位相空間� に作用するとき、� に同値関係�を次のように定義できる。

� � � 	 �� � � �が存在して � � � � 	

同値類全体から成る集合を���と表す。標準的全射� � ���による商位相を持つ位相空間���を �

の �による商空間という。

練習問題 ������� � を ��空間とする。このとき、任意の � � �に対し、写像 � � �� � 
� � � �は同相
写像であることを示せ。

定義 ������ �基本領域�� � を ��空間とする。� の閉集合 � が次を満たすとき、�の � への作用の基本

領域という。

�� � � ����� � �

�� � �� � � �ならば � � ��	�� � 
 ��	�� � � �

例 ������ �トーラス�� ���の �
� への作用を ��� �� � ��� 	� � ��! �� �! 	�で定める。これは、平面の平

行移動である。商空間 �
����� ��をトーラスといい、� � で表す。例えば、���� 	� � �� �� � �� 	 � ��が

基本領域である。従って、この基本領域の境界を貼り合わせるとトーラスが得られる。特に、�� は � � の

普遍被覆空間であり、被覆変換群 �� �は � � の基本群 ����
��と同型である。����

��の生成元は�� �で

与えられ、����
�� �� ��� ����� �
 � ��という表示を持つ。ここで、��� �
 � ��������は�と �の交換子と

する。被覆変換群が等長的なので、トーラスにユークリッド構造（すなわち、局所的にはユークリッド空間

と等長的であるような計量）を与えることができる。






例 �����	 �射影平面�� �� � ����の �� への作用を �� � �� � ���で定める。これは、球面の各点を対心点
に移す写像である。商空間 �����を射影平面といい、� � で表す。� � は閉 �次元多様体である。例えば、

���� 	� 
� � �� ��� ! 	� ! 
� � �� 
 � ��が基本領域である。従って、この基本領域の境界を貼り合わせる
と射影平面が得られる。特に、�� は � � の普遍被覆空間であり、被覆変換群 ��は � � の基本群 ����

��と

同型である。����
��の生成元は�で与えられ、����

�� �� ����� � ��という表示を持つ。被覆変換群が等
長的なので、射影平面に球面的構造を与えることができる。

例 �����
 �種数 � の曲面� �	�
�� 種数 � の向き付け可能閉曲面 � には、どのような構造を与えること

ができるだろうか？トーラスと同じように、切り開いていくと � 角形が得られ、基本群は、���� � ��
� � !� "� #� ! ��!��"#"��#�� � �� であることが分かる。ユークリッド平面や球面のいずれにおいても正
�角形のタイル貼りは不可能であるので、� にユークリッド構造や球面的構造を入れることはできない。そ

こで、双曲平面 �
� を用いると、正 �角形のタイル貼りが可能であることが分かる。しかも、被覆変換群の元

 � !� "� #は、それぞれ二つの鏡映変換の合成によって得られるので、等長的である。よって、� ������ � �� �

となり、� に双曲的構造を与えることができる。

正 �角形による双曲平面のタイル貼り

�
� の上半空間 ���� 	� 
� � �

� �
 � ��にリーマン計量 #$� � �#�� ! #	� ! #
���
� を入れたリーマン多

様体を双曲的 �次元空間といい �
� で表す。� � の向きを保つ等長変換群を %$&����

� �とする。�次元多

様体' に対し、%$&����
� �の部分群�で、� � に固有不連続に作用する（即ち、任意の点 � � � � に対し

て、近傍(���が存在して、各元 � �� � � �について、(��� 
 ��(���� � �が成り立つ）ものが存在して、
�#�& �� �

���となるとき、' を双曲的多様体といい、' は双曲的構造を許容するという。このとき、� �

は �#�' の普遍被覆空間となるので、���'� �� �が成り立つ。モストウの剛体性定理（��"
）より、有限体

積を持つ双曲的多様体の双曲的構造は一意的である。

定義 ������� � が双曲結び目であるとは、����が双曲的構造を許容するときをいう。

補空間が単純な始めの 
つの双曲結び目

サーストンの双曲化定理により、次が成り立つ。

"



定理 ������ ��	�
�� � を �� 内の結び目とするとき、次のいずれか一つが成り立つ。

�� � は自明な結び目である。即ち、����は本質的ディスクを含む。

�� �はトーラス結び目である。即ち、����は本質的アニュラスを含むが、本質的トーラスは含まない。

�� � はサテライト結び目である。即ち、����は本質的トーラスを含む。


� � は双曲結び目である。即ち、����は双曲的構造を許容する。

注 ������� 次の表は、��交点までの素な結び目、トーラス結び目、サテライト結び目、双曲結び目の個数

を表す（���
）。
交点数 素な結び目 トーラス結び目 サテライト結び目 双曲結び目

� � � � �

� � � � �

� � � � �

	 � � � �


 
 � � 	

" �� � � ��

� �� � � �"

�� �	� � � �	�

�� ��� � � ���

�� ��
	 � � ��
	

�� ��"" � � ��"�

�� �	�
� � � �	�	�

�� ������ � 	 ����"�

�	 ��""
�� � �� ��""	��

例 ������� �� は双曲結び目である。実際、�� � �� は双曲的 �次元空間 �
� の理想正 
面体二つに分解さ

れ、双曲的構造を許容することが示されている（�	�
）。

A

B C

D

�



A
D

CB

C A

D
B

基本群は、����
� � ��� ���  � !� "� ��"�� ! � ��  ��"!��"��! � � � で与えられるので、�� � �� ��

�
������

� � ���である。

A

B C

D

b a c

A
D

CB

C A

D
B

a
b

c

a
bc

��� 結び目の標準的分解

絡み目 �に対して、次のような標準的分解が存在する。

����� トーラス分解

まず、����をトーラス分解する（���
� ���
）。����は単純多様体とザイフェルト多様体に分解される。

ここで、�次元多様体' が単純多様体であるとは本質的トーラスを含まないときをいう。また、' がザイ

��



フェルト多様体であるとは、' がループの和 ��� �) � '�で表されていて、任意の ) � 'に対して、(����

が �*� +�型ファイバー構造を持ったソリッドトーラスとなっているときをいう。

2 q
p
π

�*� +�型ファイバー構造を持ったソリッドトーラス

練習問題 ������ トーラス結び目の外部 ����はザイフェルト多様体であることを示せ。また、そのファイ

バー構造は �� に拡張できることを示せ。

�� 内の任意のトーラスはソリッドトーラスを囲うことから、各成分は �� 内のある絡み目の外部に同相

である（練習問題 �����参照）。

外部がザイフェルト多様体である絡み目は分類されている（�

）ので、以下、外部が単純多様体である

絡み目のみを考える。

����� コンウェイ球面分解

次に、単純絡み目をコンウェイ球面により分解する。

' を �次元多様体、� を' に適切に埋め込まれた �次元多様体とする。' 内に埋め込まれた球面 �で、

� と �点で交わるものをコンウェイ球面というコンウェイ球面� が本質的であるとは、� 
��� �が圧縮不

可能かつ境界平行でないときをいう。�'�� �がコンウェイ単純であるとは、' 内に本質的コンウェイ球面

が存在しないときをいう。

定理 ����� ��	
�� 任意の単純な絡み目 � � ��に対して、次の条件を満たす �次元多様体 � � ��が一意的

に存在する。

�� � の成分は圧縮不可能なコンウェイ球面であり、どの �つも互いにアンビエントイソトピックでない。

�� � で ��を切り開いて得られる �次元多様体の各成分 ( はコンウェイ単純であるか、モンテシノス対

である。

�� � からどの成分を取り除いても、性質 �は満たされない。

ここで、�'�� �がモンテシノス対であるとは、下図の球面のいくつかを有利タングルで埋めて得られる

多様体対である。

��



モンテシノス対

例 ������ 樹下�寺坂結び目（��

）とコンウェイ結び目は下図のような標準的分解を持つ。樹下(寺坂結び

目の左側のタングルを水平に �"�°回転させるとコンウェイ結び目が得られるので、これら二つの結び目は

ミュータントである。

樹下(寺坂結び目とコンウェイ結び目

注 ������ 双曲結び目� に対し、その補空間の体積を双曲体積といい、� &���� ���で表す。双曲体積は

双曲結び目の不変量であり、（�つのトーラス結び目を除く）��交点までの素な双曲結び目については完全

不変量である。

しかし、ミュータントな二つの双曲結び目は同じ双曲体積を持つ（���
）。例えば、樹下(寺坂結び目 ��

及び、コンウェイ結び目��に対し、� &���� ���� � � &���� ���� � ��������
 � � �である。

また、同じ双曲体積を持つミュータントでない二つの双曲結び目が存在する。実際、� &���� � ��� �

� &��������	�� � ��"�"��� � � �である。ここで、���	�は ���，�，
�型プレッツェル結び目である。���� �� 
�
型プレッツェル結び目は捩れトーラス結び目 � ��� �) �� ��の表示を持つ。

���	� � � ���� �� 
� � � ��� �) �� ��とその対合軸

問題 ������ 二つの双曲結び目が同じ双曲体積を持つ為の必要十分条件を求めよ。

��



注 ������ �交点以下の結び目で、本質的コンウェイ球面を持つものは、"�� と "�
 のみであることが次の

定理より分かる（���
）。

定理 ����	 ����
�� 交代絡み目の本質的コンウェイ球面は、

��� 見てすぐ分かるか、または

���� 隠れている。

更に、����の場合は、下図の変形で �����にできる。

練習問題 ����
� "��と "�
 の標準的分解を求めよ。

��



第�章 本質的曲面

��� 基本的定義

定義 ������ ハウスドルフ位相空間� が次を満たすとき、� を �次元多様体という。

� 任意の点 � � � に対し、�の開近傍 , で、�� 又は �
�
� � ����� � � � � ��� � �� ��� � ��と同相なもの

が存在する。

�
�
� に同相な開近傍を持つ点 � � � からなる集合を� の境界といい、�� で表す。� � �� を� の内部

といい、��-� で表す。� がコンパクトかつ �� � �を満たすとき、� を閉 �次元多様体という。� がコ

ンパクトでなく、かつ �� � �を満たすとき、� を開 �次元多様体という。

例 ������ �� �� � ����� � � � � ��� ����� � ���� ���� ! � � �! ��� ! ����� � ��を �次元球面という。各点の

開近傍は �
� と同相であるから、��は �次元多様体である。また、��はコンパクトで、��� � �で

あるから、閉 �次元多様体である。

�� .� � ����� � � � � ��� � �
� ���� ! � � � ! ��� � ��を �次元球体という。各点 ���� � � � � ��� � .� の開近

傍は、

� ��� ! � � �! ��� � �のとき、�� と同相で、

� ��� ! � � �! ��� � �のとき、��� と同相

であるから、.� は �次元多様体である。また、�.� � ���� �� �であるから、.� は閉 �次元多様

体でも開 �次元多様体でもない。

練習問題 ������ 任意の �次元多様体� に対して、�� � �か、又は �� は ��� ��次元多様体であること

を示せ。また、��� � �を示せ。

定義 ������ � を �次元多様体とし、/ を� �� ��次元多様体とする。連続写像 0 * � � / が次を満たす

とき、埋め込みという。

� 0：� � 0���が同相写像

また、埋め込み 0 * � � / が次を満たすとき、適切という。

� 0���� � �/ かつ、0���-�� � ��-/

定義 ������ / を�次元多様体とし、�� を / 内に埋め込まれた �� �� ��次元多様体とする（� � �� �）。

次を満たすとき、�� と�� は横断的に交わっているという。

� 任意の点 � � �� 
�� の / 内での開近傍 (� に対して、同相写像 0 * (� � �
� が存在し、0���� �

�
�� � ������� かつ 0���� � ������� � ���

�� と �� が横断的に交わっているとき、�� 
�� は �か、又は / 内の �� ! �� ��次元部分多様体であ

る。このとき、�� と�� は一般の位置にあるという。

��



以下、��/ を多様体とし、0� � * � � / を埋め込みとする。% � ��� �
は単位区間である。

定義 ������ 次を満たすとき、0 と �はホモトピックであるという。

� 連続写像 � * � � % � / が存在し、� �	���� � 0 かつ � �	���� � �

� を 0 と �の間のホモトピーという。各 - � % に対して、� �	��
� � �
 とおく。

f(X)

g(X)

0

1 F
IX

定義 ����	� 次を満たすとき、0 と �はイソトピックであるという。

� 0 と �の間のホモトピー � * � � % � / が存在し、各 - � % に対して、�
 * � � / が埋め込み

このとき、� を 0 と �の間のイソトピーという。

f(X)

g(X)

0

1 F
IX

定義 ����
� 次を満たすとき、0 と �はアンビエントイソトピックであるという。

� イソトピー� * / � % � / が存在し、�� � �#� かつ ��0 � �

��



このとき、�を 0 と �の間のアンビエントイソトピーという。

f(X)

g(X)

0

1

G

G

G0

1

Y I

練習問題 ������ 次を示せ。

�� 0 と �がアンビエントイソトピックならば、イソトピックである。また、一般に逆は成り立たない。

�� 0 と �がイソトピックならば、ホモトピックである。また、一般に逆は成り立たない。

定理 ������� 任意の連結な �次元多様体は、�� に同相である。

定理 ������� 任意の連結な �次元多様体は、��
 .�
 ��� 
 �
� のいずれかに同相である。

�� をループ、.� をアークという。

定義 ������� �次元球面 �� から �枚のオープンディスク �#�+�
� �� � �� � � � � #�を除いて得られる �次元多

様体を平面的曲面という。特に、� � �のときアニュラスといい、� � �のときパンツという。

定義 ������� �次元球面の直積で得られる �次元多様体 �� � �� をトーラスといい、� �で表す。

定義 ������� �次元球面�� � ����� ��� ��� � �� ����!���!��� � ��の対心点 ���� ��� ���と �������������
を貼り合わせて得られる �次元多様体を射影平面といい、�� � で表す。

定義 ������� 射影平面 �� � からオープンディスクを除いて得られる �次元多様体をメビウスの帯という。

定義 ������� ��� �� を � 次元多様体とし、�� � ��-�� �� � �� �� をディスクとする。�� � ��-�� と

�� � ��-�� を ��� と ��� に沿って貼り合わせて得られる �次元多様体 � を �� と�� の連結和といい、

� � ����� と表す。逆に、� は�� と�� に分解されるという。

定義 �����	� �次元多様体� の任意の分解� � ����� に対して、�� と�� の少なくとも一方が �次元

球面であるとき、� は素であるという。但し、�次元球面は素でないと定める。

�	



定義 �����
� �次元多様体� 内の任意のループ �に対して、(���がアニュラスであるとき、� を向き付け

可能という。(���がメビウスの帯となるようなループ �が存在するとき、� を向き付け不可能という。

定義 ������� �個のトーラス � �
� � � � � � �

�
� の連結和で得られる �次元多様体 �� � � �

�� � � ��� �
� を種数 �の

向き付け可能閉曲面という。� � �のときは、�� � �� と定める。�個の射影平面 �� �
� � � � � ���

�
� の連結和

で得られる �次元多様体(� � �� �
� � � � ���� �

� を種数 �の向き付け不可能閉曲面という。

定理 ������� 任意の連結な閉 �次元多様体は、次のいずれかに同相である。

種数 � � � � � � �
向き付け可能 �� �� �� �� � � �
向き付け不可能 (� (� (� � � �

練習問題 ������� �� ��� � � �� ���� ���� � を示せ。（つまり(���� � (�である。）

定義 ������� �を �次元多様体 � 内に埋め込まれたグラフで、� ��の各成分がオープンディスクであ

るとする。� を�の頂点数、� を�の辺数、� を� ��の面数とおくとき、1��� � � �� ! � を� の

オイラー標数という。

練習問題 ������� 次を示せ。

�� � � ����� のとき、1��� � 1���� ! 1����� �

�� 1���� � �� ��

�� 1�(�� � �� �

定義 ������� �� から !枚のオープンディスクを除いて得られる �次元多様体を ��
� で表す。(�から !枚

のオープンディスクを除いて得られる �次元多様体を (�
�で表す。

定理 ������� 任意の連結なコンパクト �次元多様体は、境界成分が !とすると、次のいずれかに同相である。

種数 � � � � � � �
向き付け可能 ��
� ��
� ��
� ��
� � � �
向き付け不可能 (�
� (�
� (�
� � � �

定義 ������� �次元球体 .� の境界 �.�内の ��枚のディスク��
� � � � � � �

�
� を交わらないようにとり、��

�

と��
� を貼り合わせて得られる �次元多様体を種数 �のハンドル体といい、2� で表す。

定義 �����	� ' を閉 �次元多様体とし、2�
� と2�

� を二つの種数 �のハンドル体とする。' � 2�
� �2�

�

かつ2�
� 
2�

� � �2�
� � �2�

� � � を満たすとき、組 �2�
� � 2

�
� �を' の種数 �のヒーガード分解という。

ここで、� をヒーガード曲面という。

練習問題 �����
� 任意の �に対して、�次元球面 �� は種数 �のヒーガード分解を持つことを示せ。

問題 ������� 任意の閉 �次元多様体は、ある種数 �のヒーガード分解を持つことを示せ。（ヒント：任意の

�次元多様体が三角形分割を持つことを使え。）

定義 ������� ��� �� を � 次元多様体とし、.� � ��-�� �� � �� ��を � 次元球体とする。�� � ��-.� と

�� � ��-.� を �.� と �.� に沿って貼り合わせて得られる �次元多様体� を �� と �� の連結和といい、

� � ����� と表す。逆に、� は�� と�� に分解されるという。

�




定義 ������� �次元多様体� の任意の分解� � ����� に対して、�� と�� の少なくとも一方が �次元

球面であるとき、� は素であるという。但し、�次元球面は素でないと定める。

定義 ������� �次元多様体' 内の任意のループ �に対して、(���がトーラス体であるとき、' を向き付

け可能という。(���がクライン体となるようなループ �が存在するとき、' を向き付け不可能という。

定理 ������ ���"
� ��	
�� 任意のコンパクト �次元多様体' は、素な多様体に連結和分解される。また、'

が向き付け可能のときは、この分解は一意的である。

定義 ������� � を �次元多様体とし、3を � に適切に埋め込まれたループとする。次を満たすとき、3は

非本質的であるという。

� � 内のディスク�で、�� � 3となるものが存在する。

3が非本質的でないとき、本質的であるという。

次に、3を � に適切に埋め込まれたアークとする。次を満たすとき、3は非本質的であるという。

� � 内のディスク�で、�� � 3�4� 3
4 � �3 � �4（4は �� 内のアーク）となるものが存在する。

3が非本質的でないとき、本質的であるという。

練習問題 ������� 次を示せ。

�� ��内に適切に埋め込まれた任意のループは非本質的である。

�� ディスク内に適切に埋め込まれた任意のアークは非本質的である。

�� �� でも .� でもない曲面は、本質的なループを含む。更に、境界を持つならば、本質的なアークを

含む。

定義 ������� ' を �次元多様体とし、� を' 内に適切に埋め込まれた曲面とする。次を満たすとき、�

は圧縮可能であるという。

� がディスクのとき： �' 内のディスク�と' 内の �次元球体 . で、�� � ��かつ �. � � ��とな

るものが存在する。

� が球面のとき：' 内の �次元球体 . で、�. � � となるものが存在する。

その他の場合：' 内のディスク�で、� 
 � � ��かつ ��は � 内で本質的なループとなるものが存在

する。

� が圧縮可能でないとき、圧縮不可能であるという。

定義 �����	� ' を �次元多様体とし、� を' 内に適切に埋め込まれた曲面とする。次を満たすとき、�

は境界圧縮可能であるという。

� ' 内のディスク�で、� 
 � � �� 
 � � 3が � 内に適切に埋め込まれた本質的なアークであり、

かつ� 
 �' � �� � �#�3が �' 内のアークとなるものが存在する。

� が境界圧縮可能でないとき、境界圧縮不可能であるという。

定義 �����
� ' を �次元多様体とし、� を' 内に適切に埋め込まれた曲面とする。次を満たすとき、�

は境界平行であるという。

�"



� 埋め込み � * � � ��� �
�' で、��� ����� � � かつ ��� � ��� �
�
 �' � ���� � ��� �
� � �����
となるものが存在する。

即ち、� は �' 内の部分曲面にイソトピックである。

定義 ������� ' を �次元多様体とし、� を' 内に適切に埋め込まれた曲面とする。次を満たすとき、�

は本質的であるという。

�� � は圧縮不可能である。

�� � は境界圧縮不可能である。

�� � は境界平行でない。

定義 ������� ' を �次元多様体とする。' 内に圧縮不可能な球面が存在しないとき、' は既約であると

いう。また、' 内に圧縮不可能なディスクが存在しないとき、' は境界既約であるという。

��� 基本的定理

この節で述べる定理は全て基本的なものであり、切り貼り論法の基礎となっている。自由自在に使えるだ

けでなく、証明を自力でできるようになることが望ましい。

定理 ����� ���
� ���
�� �次元球面 ��に埋め込まれた �次元球面 ��は、�� を二つの �次元球体.�
�と .�

�

に分ける。即ち、�� � .�
� ��� .�

� である。

������ 0 * �� � � を標準的なモース関数とし、�� のイソトピーで 0 ��� がモース関数となるようにする。
即ち、�� の臨界点は極小点・極大点か又はサドルのみである。�� のイソトピーで、�� の臨界点の個数を

最小にしておく。

もし、�� の臨界点が二つのみ、即ち、ただ一つの極小点  � � とただ一つの極大点 ! � � のみなら

ば、任意の - � � � !�について、0���-� 
 �� は �次元球面 0���-� を二つのディスクに分けるループであ

る。ある -� � � � !� に対して、� � 0���-�� 
 ��、�� � 0���� � -�
� 
 ��、�� � 0����-�� !
� 
 �� とお

く。0���� � -�
�内で�� が境界平行なディスクを��
�、0����-�� !
�内で�� が境界平行なディスクを��

� と

する。もし、��
� � ��

�ならば、��は 0���� � !
�内で �次元球体を張る。従って、��は ��を二つの �次元

球体に分ける。もし、��
� �� ��

�ならば、��から��
�へのイソトピーと��から��

�へのイソトピーにより、

�� はレベル球面 0���-��にイソトピックである。従って、�� は �� を二つの �次元球体 0������� -�
�と

0����-�����に分ける。

次に、0 ��� の臨界点が二つより大きい場合を考える。*を �� の極大点のうちで最も低い極大点とし、*

を含む �� の部分曲面でレベル球面に平行なもののうちで最大のものを � とする。
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�� で起こる臨界点 +に着目する。+がサドルの場合、�� 付近での変化は、バンド .を � 及び +より上

にある ��の部分曲面2 に付着したとみなすことができる。また、+が極小点の場合は、ディスク �を ��

に付着したとみなすことができる。臨界点 +について、以下の場合が考えられる。

�� バンド . は、� � の外側にあり、� の同じ境界成分を繋ぐ

�� バンド . は、� � の外側にあり、� の境界成分と2 の境界成分を繋ぐ

�� バンド . は、� � の内側にあり、� の同じ境界成分を繋ぐ

�� バンド . は、� � の内側にあり、� の異なる境界成分を繋ぐ

�� ディスク � は、� の境界成分に蓋をする

�の場合、� � . はレベル球面に平行であるので、� の最大性に反する。

�の場合、� の極大点 *とサドル +がキャンセルするので、�� の臨界点の個数の最小性に矛盾する。

�の場合、� �. の圧縮ディスク�で、. を一度だけ通り 0 に関して垂直なものが存在する。��は ��

を二つのディスクに分けるので、� で �� を圧縮すると、二つの球面 ���� ���� を得られる。���� ���� は、

�� より臨界点の個数が少なくなっているので、帰納法により、�� を二つの �次元球体に分ける。従って、

�� も �� を二つの �次元球体に分けることが分かる。

�の場合も �の場合と同様である。

�の場合、� のサドルと極小点 +がキャンセルするので、�� の臨界点の個数の最小性に矛盾する。

,-�. #/ �の定理は、一般種数の曲面に拡張される。

定理 ������ �� に埋め込まれた閉曲面 � は圧縮可能である。

練習問題 ������ 定理 ����� の証明と同様に、定理 ����� を証明せよ。

練習問題 ������ 定理 ����� を用いて、次を証明せよ。

� ��に埋め込まれたトーラス � はソリッドトーラス � を張る。即ち、�� � � を満たすソリッドトー

ラス � が �� 内に存在する。

更に、��をハンドル体に拡張しても成り立つ。（ハンドル体は ��の部分多様体とみなせるので、これは

拡張である。）

定理 ������ ハンドル体に埋め込まれた閉曲面は圧縮可能である。

������ � � �� � � � � ��� をハンドル体 � 内に適切に埋め込まれたディスクの和で、� � �#�$�0�が �次

元球体となるものとする。� を � に埋め込まれた閉曲面とし、� と�との交わりを最小にしておく。

もし、� 
� � �ならば、� は �次元球体 � � �#�$�0�に含まれるので、定理 ����� より、圧縮可能で

ある。

次に、� 
� �� �の場合を考える。� は閉であるので、� 
�はループからなる。� 
�のループのう

ちで、�上最も内側のループを �とし、�が�上張るディスクを Æ とする。このとき、Æ 
 � � �Æ である

ので、もし �Æが � 上本質的ならば、Æは � の圧縮ディスクであり、� は圧縮可能である。もし、�Æが �

上本質的でないならば、�Æが � 上張るディスクを Æ� とする。定理 �����より、�次元球面 Æ � Æ� はハンド

ル体 � 内で �次元球体. を張る。.に沿って Æ� を Æへイソトープすることで、� と�との交わりを減ら

すことができる。� 
�の交わりの数についての帰納法により、� は圧縮可能である。

ハンドル体に埋め込まれた本質的曲面は、以下のように分類される。

��



定理 ������ � をハンドル体 � に埋め込まれた向き付け可能な曲面とする。� が本質的、即ち圧縮不可能

かつ境界圧縮不可能であり、境界平行でなければ、� はディスクである。

������ 先ず、� が圧縮不可能であることから、定理 �����より �� �� �であることに注意する。
� � �� � � � � ��� をハンドル体 � 内に適切に埋め込まれたディスクの和で、� � � � � �#�$�0�が �次

元球体となるものとする。� と�との交わりを最小にしておく。

もし、� 
� � �ならば、� は �次元球体 � � に含まれる。�� の成分のうちで �� � 上最も内側のループ

を �とし、�が �� � 上張るディスクを Æとする。Æ 
 � � �Æであるので、� が圧縮不可能であることから、

�Æ � �は � 内でディスクを張る。即ち、� はディスクである。また、� は � 内で境界平行でないので、�

内の本質的なディスクである。

次に、� 
� �� �と仮定する。定理 �����の証明と同様の議論により、� 
�はループを含まないことが分
かる。3を � 
�のアークで�上最も外側のアークとし、3が�上張るディスクを Æとする。�� 
��の最小
性より、Æ
� � �Æ
� � 3は � 内に適切に埋め込まれた本質的なアークであり、かつ Æ
�� � �Æ� �#�3

が �� 内のアークである。従って、� は境界圧縮可能となり、仮定に矛盾する。

定理 �����は、ハンドル体の特徴付けにもなっている。

定理 ����	� ' を向き付け可能な �次元多様体で、�' �� �とする。このとき、次は同値である。

�� ' はハンドル体である。

�� ' は圧縮不可能閉曲面を含まない。

������ ��� �� 定理 �����そのものである。

��� �� 先ず、�' が球面の場合、�' は圧縮可能であるので、�次元球体を張る。従って、' は �次元

球体であり、ハンドル体である。

次に、�' の種数が �以上の場合を考える。�' は圧縮可能であるので、圧縮ディスク� が存在する。

�' � �� � � � � � �� とおき、�' の複雑度 "��'�を ������ � � � � �����を大きい順に並べた組 ���� � � � � ���

と定義し、辞書式順序で複雑度に順序を付ける。' � � ' � �#�$�0�に "��'�に関する帰納法を適用する

ことにより、' � はハンドル体である。従って、' もハンドル体である。

次の定理は、本質的曲面同士の交わりを扱うときに必ず用いる重要な定理である。

定理 ����
� ' を既約かつ境界既約な �次元多様体とし、��と ��を' 内に適切に埋め込まれた圧縮不可

能かつ境界圧縮不可能な曲面とする。このとき、�� と �� のイソトピーで、�� 
 �� の各成分が �� 内でも

�� 内でも本質的であるようにできる。

������ 先ず、�� と �� を一般の位置にイソトープし、��� 
 ���を最小にしておく。
もし、�� 
 �� のループで �� 上本質的でないものが存在したならば、�� 上最も内側のループを 3とし、

3が �� 上張るディスクを Æとする。Æ 
 �� � �Æであるから、�� の圧縮不可能性より、�Æは �� 内でディ

スク Æ� を張る。' は既約なので、�次元球面 Æ � Æ� は �次元球体 . を張る。. に沿って、Æ� を Æ にイソ

トープすることにより、��� 
 ���を減らすことができる。これは、��� 
 ���の最小性に矛盾する。よって、
�� 
 �� のループは全て �� 上で本質的である。同様に、�� 
 ��のループも全て �� 上で本質的であること

が分かる。

次に、�� 
 ��のアークで �� 上本質的でないものが存在したと仮定する。��上最も外側のアークを 3と

して、3が �� 上張るディスクを Æとする。Æ 
 �� � �Æ 
 �� � 3は �� 内に適切に埋め込まれたアークで

あり、かつ Æ 
 �' � �Æ � �#�3は �' 内のアークであるので、�� の境界圧縮不可能性より、3は �� 上

ディスク Æ� を張る。' は境界既約なので、ディスク Æ � Æ� は �' のディスクと合わせ �次元球体 . を張

��



る。. に沿って Æ� を Æにイソトープすることにより、��� 
 ���を減らすことができる。これは、��� 
 ���
の最小性に矛盾する。よって、�� 
�� のアークは全て �� 上で本質的である。同様に、�� 
 ��のアークも
全て �� 上で本質的であることが分かる。

次の定理も、結び目外部内に埋め込まれた曲面を扱うときにしばしば用いる。

定理 ������ � を ��内の結び目とし、� を ����内に適切に埋め込まれた圧縮不可能な曲面とする。� が

境界圧縮可能ならば、� は境界平行なアニュラスである。

������ 先ず、� が圧縮不可能であることより、�� はトーラス �����上互いに平行な本質的ループからなる

ことに注意する。Æを � の境界圧縮ディスクとし、Æ
� � 3、�Æ� �#�3 � 4とおく。4を含む ��������

のアニュラス成分を 5とする。

もし、4 が 5内で非本質的ならば、Æ のイソトピーで �Æ � � とできる。このとき、Æ 
 � � �Æ である

ので、� の圧縮不可能性より、�Æは � 内でディスクを張る。これは、3が � 内で非本質的であることを意

味するので、Æが境界圧縮ディスクであることに矛盾する。

次に、4 が 5内で本質的の場合を考える。5を 4 で切り開いて得られるディスクを � とする。� に、Æ

のコピーを二枚貼り合わせて得られるディスクを Æ�とする。Æ� 
� � �Æ�であるので、� の圧縮不可能性よ

り、�Æ�は � 上ディスク Æ��を張る。従って、� はアニュラスであり、����が既約より、�次元球面 Æ� � Æ��
は �次元球体を張る。よって、� は境界平行である。

定理 ������� �を曲面とし、� を � � % 内に埋め込まれた圧縮不可能な曲面で、�� � � ����を満たすも
のとする。このとき、� は境界平行である。

練習問題 ������� 定理 ������を証明せよ。

� を曲面とし、
 を � 内のループとする。このとき、� を 
 に沿って切り開き、二枚のディスクで蓋を

して得られる曲面を 6�� )
�で表す。' を �次元多様体とし、
 を �' 内のループとする。このとき、'

から 
 に沿って �(ハンドルを加えて得られる �次元多様体を 7�' )
�で表す。

次の定理は、ジェイコのハンドル付加補題として知られている。

定理 ������ ����
�� ' を既約な �次元多様体とし、� を �' 内の曲面で、' 内で圧縮可能なものとする。

また、
 を � 上のループで、� � 
 が' 内で圧縮不可能であるとする。6�� )
�が �次元球面でないと

仮定する。このとき、7�' )
�は既約であり、かつ 6�� )
�は 7�' )
�で圧縮不可能である。

������ 6�� )
� � � �、7�' )
� � ' �、' � �' � ( とおく。
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' �が可約、または � �が' �で圧縮可能と仮定し、� を' �内の本質的球面、または � �の' �内での圧

縮ディスクとする。以下で、� 
( � �を示し、' の既約性、または � � 
 の' 内での圧縮不可能性に

矛盾させる。

��



先ず、� のイソトピーで、� 
( の各成分が 
 に平行な境界を持つディスクであるようにできる。この

条件の下で、�� 
( �が最小となるような' � 内の本質的球面、または � � の' � 内での圧縮ディスクを改

めて � とおく。�� � � 
' とおくと、�� は' 内に適切に埋め込まれた平面的曲面である。� � 
 の'

内での圧縮ディスクを�とし、�� との交わりを最小にしておく。

�� 
�の成分でループが存在したと仮定し、3を�内で最も内側のループ、Æを 3が�内で張るディス

クとする。��� 
��の最小性より、Æは �� の圧縮ディスクである。Æに沿って �� を圧縮して得られる曲面

のうち、再び' � 内の本質的球面であるか、または � � の' � 内での圧縮ディスクである成分が存在する。

これは、�� 
( �の最小性に矛盾する。次に、�� 
�の成分でアークが存在したと仮定し、3を�内で最

も外側のアーク、Æを 3が�内で張るディスクとする。3の �� 上の場合分けとして、次が考えられる。

�� 3は �� を繋ぐ。

�� 3は ��� � �� のある一つの成分を繋ぐ。

�� 3は ��� � �� の異なる成分を繋ぐ。

�� 3は �� と ��� � �� を繋ぐ。

�の場合、Æ に沿って �� を境界圧縮することにより、� から二つのディスクが得られる。これら二つの

ディスクのうち、少なくとも一つの境界は � � 内で本質的であるので、� �の圧縮ディスクである。これは、

�� 
( �の最小性に矛盾する。
�の場合、もし、4 � �Æ � �#�3 が � � ��� 内で非本質的ならば、4 を滑らせることで Æ は �� の圧縮

ディスクとなる。Æ に沿って �� を圧縮して得られる曲面のうち、再び' � 内の本質的球面であるか、また

は � �の' �内での圧縮ディスクである成分が存在する。これは、�� 
( �の最小性に矛盾する。もし、4が

� � ��� 内で本質的ならば、�� を 3で切り開き、Æ を貼り合わせて得られるディスクをイソトープするこ

とで、�� 
( �がより少ない圧縮ディスクが得られる。これは、�� 
( �の最小性に矛盾する。
�の場合、Æ に沿って �� を境界圧縮し、更に � のイソトピーで ( を通過させることにより、� 
 ( の

ディスクを二枚減らせる。これは、�� 
( �の最小性に矛盾する。
�の場合、Æ に沿って �� を境界圧縮し、更に � のイソトピーで ( を通過させることにより、� 
 ( の

ディスクを一枚減らせる。これは、�� 
( �の最小性に矛盾する。

次の定理は、互いに交わらない圧縮不可能曲面の有限性を保障している。

定理 ������ ���"
�� ' をコンパクト � 次元多様体とする。このとき整数 "�'� が存在して、もし � �

���� � � � � ��� �� � "�'��が �#�&内の互いに交わらない �次元球面からなる集合ならば、' � � のある成
分の閉包は穴あき球体である。

定理 ������ ����
�� ' をコンパクト既約 � 次元多様体とする。このとき整数 "�'� が存在して、もし

� � ���� � � � � ��� �� � "�'��が �#�&内の互いに交わらない圧縮不可能両側閉曲面からなる集合ならば、

' � � のある成分の閉包は直積である。

��� ザイフェルト曲面

定義 ������ 結び目 � に対して、�� 内に埋め込まれた向き付け可能曲面 � が �� � � を満たすとき、�

を� のザイフェルト曲面という。

定理 ����� ����
� ���
�� 任意の結び目に対して、ザイフェルト曲面が存在する。

��



������ 結び目の正則表示において、向きを付け、各交点でスムージングをする。いくつかのループができ

るので、互いに交わらないようにディスクを張る。そして、結び目の各交点を復元するように半捻りのバン

ドをディスクに付ければザイフェルト曲面が得られる。

1��2���のアルゴリズム

各交点における操作

定義 ������ � のザイフェルト曲面 � のうち種数が最小のものを最小種数ザイフェルト曲面という。最小

種数ザイフェルト曲面の種数を� の種数といい、����で表す。

練習問題 ������ � � �����を合成結び目とするとき、次を示せ。

�� �の最小種数ザイフェルト曲面を � とするとき、� 
����は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能である。

�� � の分解球面を � とするとき、� 
 ����は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能なアニュラスである。

�� � の最小種数ザイフェルト曲面 � と � との交わりは一本のアークのみとできる。


� �������� � ����� ! �����である。

解答

�� � が圧縮可能であると仮定し、�を � の圧縮ディスクとする。�に沿って � を圧縮して得られる曲

面のうち、� を境界として含む成分を� �とする。このとき、��� � � ��� ��となり、� の種数の最小

性に矛盾する。

また、� が境界圧縮可能であると仮定すると、定理 �����より、� は境界平行なアニュラスである。

しかし、ザイフェルト曲面 � は境界成分が一つであるので、アニュラスではない。

�� 5 � � 
 ����が圧縮可能であると仮定し、� を 5の圧縮ディスクとする。��はアニュラス 5内

の本質的なループであるから、5を二つのアニュラスに分離する。従って、5を �に沿って圧縮す

ると、二つのディスク5��と 5�� が得られる。�5�� は、� と �点で交わるような(���内のディスク

��を張る。5�� ���は� と �点で交わる �次元球面である。これは、5�� ���が ��内で非分離的で

あることを意味し、定理 �����に反する。

また、5 � � 
 ����が境界圧縮可能であると仮定すると、定理 �����より、� は境界平行なアニュ

ラスである。これは、�� 又は�� が自明な結び目であることを意味するので、� � ����� が合成

結び目であることに反する。

��



�� � �より、� 
����は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能である。また、�3�より、� 
����は境界圧縮

不可能である。����が既約かつ境界既約であるから、定理 ����"より、� 
����と � 
����のイ

ソトピーで、�� 
�����
 �� 
�����の各成分が� 
����内でも � 
����内でも本質的であるよ

うにできる。� は� と �点で交わり、�� � � であるから、��� 
�����と ��� 
�����は �点で

交わる。従って、�� 
�����
 �� 
�����のアーク成分は �つである。また、アニュラス � 
����

上の本質的なアークと本質的なループは共存しないので、�� 
����� 
 �� 
�����は �本のアーク

のみである。

�� ��と��の最小種数ザイフェルト曲面をそれぞれ ��と ��とする。���の一部と ���の一部を貼り合

わせることにより、� � �����のザイフェルト曲面� � �����を得る。このとき、�����!����� �

����� ! ����� � ��� � � ���� � ��������である。

� を� の最小種数ザイフェルト曲面とし、�を�の分解球面とする。� �より � 
����は圧縮不可

能かつ境界圧縮不可能であり、�3�より � 
 ����は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能なアニュラスで

あるから、���より、� と �との交わりは一本のアークのみとできる。よって、� は �により、��の

ザイフェルト曲面 �� と��のザイフェルト曲面 �� に分解される。このとき、�������� � ���� �

��� � � ����� ! ����� � ����� ! �����である。

二つの結び目�� と��のバンド和������ に関して、次の超加法性が知られている。

定理 ����� ����
� ���
�� ��������� � ����� ! �����

定義 ������ � を� のザイフェルト曲面とし、� 
(��� � (��� )� �となるようイソトープしておく。こ

のとき、� 
 �(���を� のロンジチュードという。また、(���のメリディアンディスクの境界を� の

メリディアンという。メリディアンとロンジチュードは �点で交わるようにしておく。

命題 ����	� � が自明であるための必要十分条件は����内に本質的なディスクが存在することである。

������ ��� � が自明であるから、ディスク�で �� � � となるものが存在する。� 
 ����は本質的な

ディスクである。

��� � を� のザイフェルト曲面とする。可能な限り � を圧縮をすることにより、� を圧縮不可能にで

きる。� は境界成分が一つの向き付け可能曲面であるから、定理 �����より、� は境界圧縮不可能である。

�を ����内の本質的なディスクとする。定理 ����" より、� と�のイソトピーで � 
� � �とできる。
トーラス �����上で �� と ��は平行であるので、��は� のロンジチュードである。よって、�は�

のザイフェルト曲面に延長できるので、� は自明である。

定理 ����
 ����
�� �� ��	����
 �� 	�� �������� ������ �� ����� ������!� ��������
 ����"� #� $�	�� %%

&�%��' �(���((�

定義 ������ ザイフェルト曲面 � に対して、�次元球面 �が存在して、� 
� が一枚のディスクであるとす
る。�は��を二つの �次元球体.�と.�に分け、� を二枚のザイフェルト曲面�� � � 
.�と �� � � 
.�

に分けている。このとき、� は �� と �� に村杉分解されたといい、� � �� � �� と表す。逆に、� は �� と

�� から村杉和によって得られるという。

定理 ������ ����
�� � � �� � �� をザイフェルト曲面とする。

�� �� と �� が圧縮不可能ならば、� は圧縮不可能である。

�� �� と �� が最小種数ならば、� は最小種数である。

��



ザイフェルト曲面はステイト曲面に拡張され、更に、� 3 �の結果は向き付け不可能曲面へ拡張されて

いる。

定理 ������ ����
�� � � �� � �� を曲面とする。このとき、�� と �� が ���本質的ならば、� も ���本質的

である。

����� ザイフェルト曲面から得られる不変量

� を方向のついた結び目または絡み目とし、� を� のザイフェルト曲面とする。ザイフェルト行列'

とアレキサンダー多項式���-�を

' � ����3�� 3
�
� �


���-� � -�
�
� #�-�' � -'� �

で定める。ここで、�は' の次数とする。

定理 ������� � を結び目、����を� の種数とするとき、

���� � /�4�
���

定義 ������� 以下の公理により定義される多項式をコンウェイ多項式という。

公理 �：� ��� � �

公理 �：�
�
����
�
��

�
����
�
� 
�

�
��
�

注 ������� 公理 �より、/�4�
�
���� /�4�
����� /�4�
���� � �を大きい順（#� � #� � #�）に並べた

時、#� � #� � #� となる。

K K K+ -

定理 ������� アレキサンダー多項式とコンウェイ多項式の間に次の関係式が成り立つ。

���-� � ��

� 
-� � 

-

�

絡み目 �に対し、�のザイフェルト曲面 � の最大オイラー標数を 1���で表す。

定理 ������ ��� 5����6� ������ � を絡み目とするとき、/�4�
��� � �� 1�%�が成り立つ。

定理 �����	 �7� 8��9�--� ������ � を非分離的交代絡み目とするとき、/�4�
��� � ��1�%�が成り立つ。

定理 �����
 ���	
�� 1����� 1����� 1��	�� �を小さい順（1� � 1� � 1�）に並べた時、1� � 1� � 1�

となる。

定理 ������ ���	
�� 1���� � 1��	�� � � 1����のとき、�� と�	の最大オイラー標数ザイフェルト

曲面 �� と � で、�� は � にホップバンドをプランビングして得られるものが存在する。

�	



K K K+ -

K K K+ -

定理 ������ ����
�� �を絡み目とし、� を �のザイフェルト曲面とする。� がディスク分解可能ならば、

� は最小種数である。

定理 ������ ����
�� 非分離的交代絡み目の標準的ザイフェルト曲面はディスク分解可能である。従って、最

小種数である。

対称行列' !'� を対角化し、対角成分を  �� � � � �  � とする。� の符号数 6���を以下の式で定義する。

6��� � �正の  �の数�� �負の  �の数�

定理 ������� ��を� の鏡像とするとき、

6���� � �6���

従って、� がもろて型ならば、6��� � �となる。

�




練習問題 ������� �� と �� がもろて型かどうか判定せよ。

定理 �������

6
�
����
�
� 6

�
����
�
� �または� �

従って、� の結び目解消数を 8���とすると、�6���� � �8���が成り立つ。

練習問題 ������� �� と 
� の種数と結び目解消数を決定せよ。

定理 ������ �&:� 6:4�� ��	��� �を絡み目とし、�からバンド !によって得られる絡み目を�� とすると

き、�6���� 6����� � �が成り立つ。

アレキサンダー行列とアレキサンダー多項式

� を結び目とし、�を� の正則表示とする。�の交差点を "�� � � � � "�とし、�のアークを ��� � � � � ��と

する。

x

x

x

j

k

l

c i

各交差点 "� における符号が!の場合、左図のように��� �� -� -を�のアーク �� � �� � �� に割り振る。

（各交差点 "�における符号が�の場合、右図のように -� �� -� ��を�のアーク �� � ��� �� に割り振る。）

1-t -1

t

1-t

-1

t

+ -

交差点 "�における符号が!の場合、第 �行において、第 9列に��を、第 �列に �� -を、第 �列に -を、

その他の列には �を成分として持つような行列を作る。（交差点 "� における符号が �の場合、第 �行にお

いて、第 9 列に -を、第 �列に �� -を、第 �列に ��を、その他の列には �を成分として持つような行列

を作る。）

�"



c1

c

c

2

3

x1

x2

x3

c1

c2

c3

x1 x2 x3

1-t -1 t

t 1-t -1

-1 t 1-t

以上のように作られた行列の最後の行と最後の列を削除して得られる行列をアレキサンダー行列という。

5 �

�
�� - ��

- �� -

�

アレキサンダー行列 5の行列式 /��,をアレキサンダー多項式という。

���-� � /��, � �� � ! ��

但し、このように作られたアレキサンダー多項式は、一意に定まらない。しかしながら、次が成り立つ。

定理 �����	� ���-�と��
��-�をアレキサンダー多項式とするとき、ある整数 �が存在して、

���-� � �-���
��-�

となる。

実際、上記の例では、

���-� � -�-�� � � ! -�

が成り立つ。

問１．��のアレキサンダー行列を求め、アレキサンダー多項式を計算せよ。

ゲーリッツ行列と符号数

� を結び目とし、�を� の正則表示とする。�の領域を白と黒でチェッカーボード彩色する。�の交差

点を "�� � � � � "�とし、白領域を:�� � � � �:� とする。

交差点 "� に対して、以下のように符号 $�"��を定める。

s(c )=+1 s(c )=-1i i

ic ic

��



次のように定められた成分を持つ行列を作り、最後の行と最後の列を削除して得られる行列をゲーリッツ

行列という。

� ��� �
�

������

$�"��

� ��� � �
�

������
���

$�"��

ゲーリッツ行列�を対角化して得られる符号数を $������で表す。

また、向きを付けた正則表示�に対して、下図のような交差点の符号の和を ;���とおく。

定理 �����
 �（���/�#(;�����- #/� ��
"）�� 6��� � $������� ;���

左図の場合、

�
��
�� � �

� �� �

� � ��

	

�

という行列が得られるので、ゲーリッツ行列は、

� �

�
�� �

� ��

�

となる。従って、$������ � ��である。また、;��� � �である。以上より、6��� � ��� � � ��と
符号数が求められる。

右図の場合、

�
� ��
�� �

�

という行列が得られるので、ゲーリッツ行列は、

� �
�

�
�

��



となる。従って、$������ � �である。また、;��� � �である。以上より、6��� � �� � � ��と符号
数が求められる。

問２．��のゲーリッツ行列を求め、符号数を計算せよ。

交代結び目の符号数とアレキサンダー多項式

定理 ������ ����/�#(;�����- #/� ��
"�� � を交代結び目とし、�を� の交代正則表示とする。�を下図

のようにチェッカーボード彩色するとき、6��� � �黒領域の個数 �� �正の交差点の個数 �� � が成り立つ。

例 ������� 下図の交代正則表示にて、黒領域の個数は �、正の交差点の個数は � であるから、6��� �

�� �� � � ��が得られる。

定理 ������ �&:� 6:4�� ��	��� � を交代結び目とし、

���-� �  ��-
�� !  ����-

���� ! � � �!  �-
�

をアレキサンダー多項式とする。このとき、

��  � �� � �� � �����! �� � � � ���

��  � ��� � � �� � �����! � � � � ��� ��

が成り立つ。即ち、交代結び目のアレキサンダー多項式は交代多項式であると言える。

例 ������� � � "�� のアレキサンダー多項式は、

���-� � -�� � -�� ! �� -� ! -�

であるから、条件 �を満たさない。従って、"�� は交代結び目ではないことが分かる。

��



交代結び目に関する主結果

定理 ������ ��"
� ���
� ���
�� 交代結び目� の交代正則表示からザイフェルトのアルゴリズムで得られるザ

イフェルト曲面の種数は、� の最小種数に等しい。

定理 ������ ����
�� 交代結び目� の既約な交代正則表示が素ならば、� は素である。

��� ��型トーラス結び目でない交代結び目は双曲的である。

定理 ������ �テイトの第 �予想� ��	
� ���
� ���
�� 交代結び目 � の既約な交代正則表示の交点数は、� の

最小交点数に等しい。

逆に、� の最小交点数を与える既約な正則表示は交代正則表示に限る。

定理 ������ �テイトの第 �予想�� 交代結び目� の既約な交代正則表示��� ��は、同じねじり数を持つ。

即ち、<���� � <����である。

系 �����	� 交代結び目� がもろ手型ならば、� の既約な交代正則表示�のねじり数は �である。

特に、最小交点数が奇数である交代結び目はもろ手型でない。

定理 �����
 �テイトの反転予想� ���
� ���
�� 交代結び目� の既約な交代正則表示��� �� は、有限回の反

転で移り合う。

��� 閉曲面

命題 ������ 結び目� が非自明であるための必要十分条件は、�����が ����内で圧縮不可能であること

である。

������ ��� �����が ����内で圧縮可能であるとし、�を圧縮ディスクとする。��は �����上本質的

であるので、�は ����内で本質的である。従って、命題 ����
より、� は自明である。

��� � が自明ならば、命題 ����
より、����内に本質的なディスクが存在する。即ち、�����は圧縮

可能である。

命題 �����より、自明でない結び目の外部には少なくとも一つの圧縮不可能なトーラスが存在する。しか

しながら、命題 �����で得られた圧縮不可能なトーラスは、境界平行であるので、本質的ではない。

定義 ������ 結び目� がスモールであるとは、����が本質的な閉曲面を含まないときをいう。

言い換えると、スモール結び目� の外部 ����内の任意の圧縮不可能閉曲面は境界平行である。

今まで知られているスモール結び目のクラスとして以下がある。

� トーラス結び目

� �橋結び目

� 長さ �のモンテシノス結び目

� �本捻りのトーラス結び目

次の問題は未解決である。

問題 ������ スモール結び目を特徴付けよ。

��



� を結び目とし、� を ���� 内の圧縮不可能閉曲面とする。� は ����では圧縮不可能であるが、定

理 �����より、�� 内では圧縮可能である。� が球面でない場合、� の �� 内での圧縮ディスク�が存在す

る。�は� と横断的に交わるとしてよい。�と� の最小交点数を ����とおき、� の全ての圧縮ディス

ク�に関して ����の最小値を � のウエストといい、<�� �で表す。また、�� �� の全ての圧縮不可能閉

曲面 � に関して <�� �の最大値を� のウエストといい、<���で表す。

命題 �����より、� が非自明ならば、<��� � �である。� が自明な結び目の場合は、<��� � �と定

める。

練習問題 ������ � が �橋結び目のとき、<��� � �� �が成り立つことを示せ。

練習問題 ������ � を ����内に適切に埋め込まれた圧縮不可能曲面で、�� �� �かつ �� はメリディアン

に平行でないとする。このとき、<��� � �ならば、� は自由である。即ち、����� �#�$�<�の各成分は

ハンドル体であることを示せ。

メリディアン的圧縮不可能曲面

� を �� �� 内の圧縮不可能閉曲面で、<�� � � �とする。このとき、� の �� 内の圧縮ディスク �で、

� との交点数が �のものが存在する。�で � を圧縮して得られる曲面を � � とする。� � は� と �点で交

わる閉曲面である。また、� の圧縮不可能性より、� � �� は �� �� で圧縮不可能であることが分かる。

� � は � から�に沿ってメリディアン的圧縮によって得られたという。一般に、次の定義がなされる。

定義 ������ � を� と横断的に交わる閉曲面で、� �� が �� �� 内で圧縮不可能であるとする。� が�

と �点で交わる球面以外の場合は、次を満たすディスク�が存在するとき、� はメリディアン的圧縮可能

であるといい、�をメリディアン的圧縮ディスクという。

� � 
 � � ��

� �は� と �点で横断的に交わる

� ��が � 上非本質的ならば、��が � 上張るディスク�� は� と �点以上で交わる

� が� と �点で交わる球面の場合は、� 
����が境界平行であるとき� はメリディアン的圧縮可能であ

るという。

いずれの場合も、� がメリディアン的圧縮可能でないとき、メリディアン的圧縮不可能であるという。

定義 ����	� � がメリディアン的スモールであるとは、圧縮不可能かつメリディアン的圧縮不可能な閉曲面

が存在しないときをいう。

言い換えると、メリディアン的スモール結び目� の外部 ����は、境界が� のメリディアンに平行で

あるような本質的曲面を含まない。

定理 ����
 ����
�� � がスモールならば、メリディアン的スモールである。

注 ������ 逆は成り立たない。

練習問題 ������� 三葉結び目の ��� *�ケーブル結び目は、メリディアン的スモールであるが、スモールで

はないことを示せ。

��



付属的曲面

定義 ������� � を����内の圧縮不可能閉曲面とする。次を満たすアニュラス 5が����内に存在すると

き、� は付属的であるといい、5を付属的アニュラスという。

� 5 
 � � �� かつ、�� は � 上本質的なループ

� 5 
 ����� � ��

ここで、�5 � �� � �� とする。

定理 ������ ����
�� � を付属的曲面とする。� の付属的アニュラス 5が定めるスロープ �� は、付属的ア

ニュラスの選び方に因らず一意的である。

� の付属的アニュラス 5が定めるスロープ �� を、� の付属的スロープという。

定理 ������ ����
�� 付属的曲面 � の付属的スロープは、�か整数である。
定義 ������� � を ����内に適切に埋め込まれた本質的な曲面で、境界が空でないものとする。次を満た

すとき、� は強本質的であるという。

� ����� �#�$�<�の少なくとも一つの成分は、境界既約である。

定理 ������ ����
�� 次は同値である。

�� 付属的スロープ =の付属的曲面 � が存在する。

�� 境界スロープ =の強本質的曲面 � が存在する。

更に、これらの条件の一つが成り立てば、もう一つの条件は � 
 � � �となるように満たされる。

����� タングル分解

� を� と �� �� � ��点で横断的に交わる球面とする。定理 �����より、� は ��を二つの �次元球体 .�

と .� に分ける。従って、� も �本のアークの組 �� � � 
 .� と �� � � 
 .� に分けられる。�.�� ���を

�糸タングルといい、この分解 ������ � �.�� ��� �� �.�� ���を� の �糸タングル分解という。また、�

を �糸タングル分解球面という。

定義 ������� �糸タングル �.� � �が次を満たすとき、自明であるという。

� � � -� � � � � � -� に対し、ディスク � � �� � � � � � �� が存在し、�� 
 � � ��� 
 -� � -� かつ

�� 
 �. � ��� � �#��� �� � �� � � � � ��

定義 �����	� �糸タングル �.� � �が次を満たすとき、本質的であるという。

� �. � �#�$��5�が ��� � � . � �#�$�5�内で圧縮不可能かつ境界圧縮不可能

定義 �����
� �糸タングル �.� � �が次を満たすとき、自由であるという。

� ��� �がハンドル体

定義 ������� タングル分解 ������ � �.�� ��� �� �.�� ���が自明（本質的、自由）であるとは、�.�� ���

と �.�� ���の両方とも自明（本質的、自由）であるときをいう。

� が �糸合成であるとは、本質的 �糸タングル分解が存在するときをいう。また、�糸素であるとは、

本質的 �糸タングル分解が存在しないときをいう。

��



ある �に対して � が �糸合成ならば、本質的 �糸タングル分解球面 � より、メリディアンに平行な境

界を ��個持つ本質的平面的曲面 � 
����が存在する。従って、� はメリディアン的スモールではない。

更に、定理 ����"より、� はスモールではないことが従う。よって、トーラス結び目、�橋結び目、長さ �

のモンテシノス結び目、�本捻りのトーラス結び目は、任意の �に対して �糸素である。

定理 ������ ���"
�� トンネル数 �の結び目は任意の �に対して �糸素である。

定理 ������ ����
�� 自由種数 �の結び目は任意の �に対して �糸素である。

問題 ������� 任意の �に対して、�糸素である結び目を特徴付けよ。

問題 ������� ダブルトーラス結び目の本質的タングル分解を特徴付けよ。

�を平面的グラフとする。埋め込み 0 * �� ��又はその像 > � 0���を�の空間グラフという。空間グ

ラフ > � �� が自明であるとは、> を含む球面が存在するときをいう。

> � ��が平坦であるとは、任意の部分空間グラフ >� � > が自由、即ち、��>��がハンドル体であるとき

をいう。

定理 ������ ���

�� > が自明である為の必要十分条件は、> が平坦であることである。

� 糸タングル �.� � � の境界 �. に � 次元球体 .� を貼り合わせ、� 次元球面 . � .� 内の空間グラフ

> � .� � ��.�を得る。このときのグラフ�はブーケである。逆に、ブーケ�の空間グラフ >から、�の

頂点の近傍 � を �� から取り除くことにより、タングル ��� � �#�=� > 
 �1� � �#�=��を得る。この対応に

より、�糸タングル �.� � �とブーケの空間グラフは一対一に対応する。よって、定理 ������から次の系が

導かれる。

系 ������ ���	
�� �.� � �を �糸タングルとする。�.� � �が自明である為の必要十分条件は、任意の部分糸

� � � � に対して、��� ��がハンドル体となることである。

定義 ������� > が次を満たすとき、最小埋蔵という。

�� 任意の真部分空間グラフ >� � > が自明であり、かつ

�� > 自身は非自明

定理 �����	 ���

�� > が最小埋蔵ならば、��>�は境界既約である。

系 �����
� �.� � �が次を満たすならば、��� �は境界既約である。

�� 任意の真部分タングル �.� � �� � �.� � �が自明であり、かつ

�� �.� � �自身は非自明

����� 補間曲面

定義 ������� 結び目� に対して、閉曲面 � が次を満たすとき、� を� の補間曲面という。

� � 	 �

� � �� は連結

� � 
 ����は ����内で本質的

例 ������� 非自明なトーラス結び目� に対して、� を含むトーラスは補間曲面である。

予想 ������ ����
�� 任意の結び目に対して、補間曲面が存在する。

$�:9���� 8�#>���:��は、交代結び目についても成り立つことが知られている（��"
）。

��



第�章 結び目の位置

��� 正則表示

����� 交代結び目

����� 正結び目

����� モンテシノス結び目

定理 ����� ����
�� � $��	������ !��) ����
��
� � � � � ��

��
� *�	� +� � � �� �� ����!�� �� �	 �� ��	 � 	���� !��) ��� ��	

�+����!��	 	� ������ ��������������
 ����������������
 ����������������
 ��������������	� ��
	�� ������ ���,� �� 	���� !��)��

-�� ��� !����	 �� � $��	������ !��) ���	���� �� ����� ������!� 	���� �� ��� ��!� �� 	�� !��) �� ��

����!� ...
 *�	� �
�
! �

�
! �

�
� ��

����� 充足結び目

����� 均質結び目

����� 代数的結び目

定理 ����� ��	
�� -�� ��!!�*��, 	���� ����!���
 ���*� �� /�,��� ���
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��� モース関数とヒーガード分解

' を�次元多様体とし、0 * ' � � を滑らかな関数とする。

定義 ������ 点 * �' が 0 の臨界点であるとは、*の周りの局所座標系 ���� � � � � ���に対して、

� �0

���
�*�� � � �� � �� � � � ���

を満たすときをいう。また、*が非退化であるとは、

� /��

�
��2

�.��.�
�?��

�
�� �

を満たすときをいう。

例 ������ グラフ 	 � ��において、� � �は退化な臨界点である。一方、摂動させたグラフ 	 � ��! �! !

において、 � �ならば退化な臨界点 � � �は消滅し、 � �ならば二つの非退化な臨界点 � � �
�

��
� に

分裂する。

定理 ����� �&��6��� 任意の�次元多様体' に対し、次を満たす滑らかな関数 0 * ' � � が存在する。

� 0 の各臨界点 *� は非退化である。

更に、次を満たすように、*� の周りの局所座標系 ���� � � � � ���を選べる。

� 0 � ���
� � � � � ���

� !��
��� ! � � �!��

� ! "�

ここで、"� � 0�*��である。

0 は' 上のモース関数と呼ばれる。)を *� の指数という。

例 ������ ' が �次元の場合、臨界点は �つのタイプがある。

指数 � 0��� 	� � �� ! 	� ! "�

指数 � 0��� 	� � �� � 	� ! "�

�




指数 � 0��� 	� � ��� � 	� ! "�

例 ������ ' が �次元の場合、臨界点は 
つのタイプがある。

指数 � 0��� 	� 
� � �� ! 	� ! 
� ! "�

指数 � 0��� 	� 
� � �� ! 	� � 
� ! "�

指数 � 0��� 	� 
� � �� � 	� � 
� ! "�

指数 � 0��� 	� 
� � ��� � 	� � 
� ! "�

�"



'
 � �* �' �0�*� � -�と置く。
定理 ����� �&��6��� '���� は、'����に )�ハンドルを付着して得られる多様体に微分同相である。即ち、

'����
�� '���� � ��� ������

定理 ����	 �C��4  �/�� 任意の向き付け可能閉 �次元多様体' に対し、次を満たすモース関数 0 * ' � �

が存在する。

� 相当するハンドル分解が以下の順序を持つ。

' � �� � ���� � � � � � ���� � ���� � � � � � ���� � ��

��



' の �つのハンドル体 2� � �� � ���� � � � � � ����と2� � ���� � � � � � ���� � �� への分解をヒーガード分

解といい、� � 2� 
2� をヒーガード曲面という。

� D�66� D��#6�#� 3�	�� �� ���,���� 4 !�		��,�� ���?*EE999�@ ���:�/ F�6��/:EG>>��#6�#E#���6�?/2

� H:B�� & �6:@���� �� .�	�����	��� 	� $���� -������ ,&1 &&�$� ��
�

はお薦めである。他には、

� & ���# 1�� �-�@ ##� ���,���� � !�		��,� �� ��� ��	 ��������!���

���?*EE2��#��@ ���:�/ F�6��/:E@ ����5E���
���

� 5�6��� 1 ���� & ���# 1�� �-�@ ##� D�##�2�� 1��:-��#6� 5��	��� ��	�� �� ,�����!�2�� ���,���� � !�	�

	��,�� ���?*EE2��#��@ ���:�/ F�6��/:E�������	


などがある。
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����� 橋位置・細い位置

定理 ����
 ���� 5�����@ ���
�� .� � )��	 �� !��) ��� � 	��� !���!� *���  �	 �� 	���  ���	��� 	��� �	� �6	�����

���	���� � ��!!��	��� �� � ���7���	
 ���� ���!!�!
  !����
 ���������!
 �����	��! ���������

����� ブレイド表示

����� 結び目解消トンネル
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�� -���� �� �� �!,���	�� 	� ��	������ 	�� 	����! ������ �� � �� ����!�� )��	�

����� ファイバー結び目

��� 局所変形

����� 交差交換

����� ツイスト

����� バンド和

����� 結び目解消操作
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結び目の表
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