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1 多様体の定義
定義 1.1 (位相空間) 集合XとXの部分集合族Oの組 (X,O)が次を満
たすとき、(X,O)を位相空間という。

1. X ∈ Oかつ ∅ ∈ O
2. O1, O2 ∈ Oならば O1 ∩ O2 ∈ O
3. {Oλ ∈ O}λ∈Λならば ∪λ∈ΛOλ ∈ O

定義 1.2 (Hausdorff空間) 位相空間 (X,O)が次を満たすとき、(X,O)

をHausdorff空間という。

• x, y ∈ X (x 	= y)に対し、x ∈ Ox ∈ Oと y ∈ Oy ∈ Oが存在して、
Ox ∩Oy = ∅

定義 1.3 (基底) 位相Oの部分集合Bが次を満たすとき、BをOの基底
という。

• 任意のO ∈ Oは O = ∪λ∈ΛBλ, Bλ ∈ Bと表される。

定義 1.4 (同相) 位相空間 (X,O), (X ′,O′)に対して、写像 f : X → X ′

が次を満たすとき、fを同相写像という。

1. fは全単射
2. f および f ′は連続

同相写像 f : X → X ′が存在するとき、(X,O)と (X ′,O′)は同相である
という。

定義 1.5 ((位相的)n次元多様体) 位相空間Xが次を満たすとき、X を
(位相的)n次元多様体という。

1. Xは Hausdorff空間
2. Xは可算基底を持つ
3. 各点 x ∈ Xに対して、開集合 x ∈ O ∈ Oが存在して、Oは R

nまた
は R

n
+ = {(x1, · · · , xn) ∈ R

n|xn ≥ 0}に同相

R
n
+に同相な近傍を持つ点 x ∈ Xから成る集合をXの境界といい、∂X

で表す。X − ∂XをXの内部といい、int(X)で表す。Xがコンパクトか
つ ∂X = ∅を満たすとき、Xを閉という。
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練習問題 1.6 (n次元球面, n次元球体) 次を示せ。

1. Sn = {(x1, · · · , xn, xn+1) ∈ R
n+1|x2

1 + · · ·+ x2
n + x2

n+1 = 1}は n次元
多様体

2. Bn = {(x1, · · · , xn) ∈ R
n|x2

1 + · · · + x2
n ≤ 1}は n次元多様体

3. ∂Bn = Sn−1

Snを n次元球面、Bnを n次元球体という。特に、S1を円周（ループ）、
B1を弧（アーク）、B2を円盤（ディスク）という。

定義 1.7 (n-単体) 集合∆n = {(x1, · · · , xn+1) ∈ R
n+1|x1 + · · · + xn+1 =

1, xi ≥ 0 (i = 1, · · · , n+1)}をn-単体という。{(x1, · · · , xn+1) ∈ R
n+1|x1+

· · ·+xn+1 = 1}は n次元部分空間であるので、∆nの次元は nである。∆n

の部分集合で、いくつかの座標成分を 0にして得られる単体を面という。
次元 0の面を頂点という。

定義 1.8 (単体的複体) 単体から成る集合Kが次を満たすとき、単体的
複体という。

1.それぞれの単体の各面は線型的同相写像で貼り合わされている
2. Kの各点は有限個の単体のみで交わる近傍を持つ

定義 1.9 (三角形分割) 空間Mから、ある単体的複体への同相写像をM

の三角形分割という。

例 1.10 ∆nの２つのコピーを、それらの境界を恒等写像によって同一視
して得られる空間は、単体的複体である。これは n-次元球面の三角形分
割を与えている。

定義 1.11 (細分) 単体的複体Kに対して、もう一つの単体的複体Lが次
を満たすとき、LをKの細分という。

1. Lは空間としてKと同じ
2. Lの各単体はアファイン包含写像によってKのある単体に含まれる

定義 1.12 (PL写像) 単体的複体間の写像 f : K → Lが次を満たすとき、
PLという。

1. Kと Lの分割K ′, L′が存在
2. fはK ′の頂点を L′の頂点に移す
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3. f は K ′の各単体を L′のある単体上に線型的に（同相的とは限らな
い）移す

従って、２つの単体的複体の間に PL写像が存在するための必要十分条件
は、それらが共通の細分を持つことである。

練習問題 1.13 次を示せ。

1.２つの PL写像の積は再び PLになる。
2. 単体的複体と PL写像はカテゴリーを成す。すなわち、結合律が成り
立ち、恒等写像が存在する。

定義 1.14 (PLn次元多様体) 単体的複体が次を満たすとき、PLn次元
多様体という。

• 各点は Bnに PL同相な近傍を持つ。

定理 1.15 (Moise) 位相的 3次元多様体は、ちょうど１つの PL構造を
許容する。

注 1.16 この定理は 4以上の次元では成り立たない。

定義 1.17 (単体の向き) n-単体の向きとは、次のように定めた頂点上の
順序の同値類である。

• 異なる順序が同じ向きを定める。⇐⇒ それらの順序が偶置換で移
り合う。

頂点が v0, · · · , vn のように順序付けられているとき 、この向
きを [v0, · · · , vn] で 表す。これは 、vi に 対面する面上の向き
(−1)i[v0, · · · , vi−1, vi+1, · · · , vn]を誘導する。

定義 1.18 (多様体の向き) n次元多様体Mの各n-単体の向き付けで、次
を満たすものをM 上の向きという。

• σを２つの n単体に隣接した (n− 1)-単体とするとき、これらの n-

単体から誘導される σの向きが一致しない

このとき、Mは向き付け可能であるという。多様体の三角形分割が向き
を持たないとき、向き付け不可能という。
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注 1.19 コンパクト n-多様体Mが向き付け可能であるための必要十分条
件は、Hn(M, ∂M) = Zであることである。ここで、向きは Hn(M, ∂M)

の基底の選び方であるから、向き付け可能性はコンパクト多様体の三角
形分割の仕方に依らない。

定義 1.20 (ホモトピック) 2つの連続写像 h0 : M → N と h1 : M → N

が次を満たすとき、ホモトピックという。

• 連続写像H : M × [0, 1] → M × [0, 1]が存在して、H|M×{0} = h0か
つH|M×{1} = h1

定義 1.21 (アイソトピック) 2つの同相写像h0 : M → Nと h1 : M → N

が次を満たすとき、アイソトピックという。

• 同相写像H : M × [0, 1] → M × [0, 1]が存在して、任意の iに関し
てH|M×{i}はM × {i}の上への同相写像であり、H|M×{0} = h0か
つH|M×{1} = h1

定義 1.22 (アンビエント・アイソトピック) M の部分集合K0と K1が
次を満たすとき、アンビエント・アイソトピックという。

• 同相写像 h : M → Mが存在して、hは恒等写像にアイソトピック
であり、h(K0) = K1

定義 1.23 (埋め込み) Xを n次元多様体、Y をm(≤ n)次元多様体とす
る。連続写像 f : Y → Xが次を満たすとき、埋め込みという。

• f : Y → f(Y )が同相写像

また、埋め込み f : Y → Xが次を満たすとき、適切という。

• f(∂Y ) ⊂ ∂Xかつ、f(intY ) ⊂ intX
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2 2次元多様体
定義 2.1 (群の空間への作用) Xを位相空間、Gを群とする。写像 G ×
X → X, (g, x) �→ g · xが次を満たすとき、GはXに作用するといい、X

を G-空間という。

1. 単位元 e ∈ Gと任意の点 x ∈ Xに対し、e · x = x

2. g, h ∈ G及び x ∈ Xに対し、g · (h · x) = (gh) · x
3. 任意の g ∈ Gに対し、写像X → X, x �→ g · xが連続

定義 2.2 (商空間) 群Gが位相空間Xに作用するとき、Xに同値関係∼
を次のように定義できる。

• x ∼ y ⇐⇒ g ∈ Gが存在して g · x = y

同値類全体から成る集合をX/Gと表す。標準的全射X → X/Gによる商
位相を持つ位相空間X/GをXのGによる商空間という。

練習問題 2.3 Xを G-空間とする。このとき、任意の g ∈ Gに対し、写
像X → X, x �→ g · xは同相写像であることを示せ。

定義 2.4 (基本領域) XをG-空間とする。Xの閉集合 V が次を満たすと
き、GのXへの作用の基本領域という。

1. X = ∪g∈Gg · V
2. g 	= e ∈ Gならば g · int(V ) ∩ int(V ) = ∅

例 2.5 (トーラス, 射影平面) 　

• Z⊕ZのR
2への作用を (m, l) · (x, y) = (m+x, l+y)で定める。これ

は、平面の平行移動である。商空間R
2/(Z⊕Z)をトーラスといい、

T 2で表す。T 2は閉 2次元多様体である。例えば、{(x, y) ∈ R
2|0 ≤

x, y ≤ 1}が基本領域である。従って、この基本領域の境界を貼り合
わせるとトーラスが得られる。特に、R

2は T 2の普遍被覆空間であ
り、被覆変換群Z⊕ Zは T 2の基本群 π1(T

2)と同型である。π1(T
2)

の生成元はm, lで与えられ、π1(T
2) ∼= 〈m, l|[m, l] = e〉という表示

を持つ。ここで、[m, l] = m−1l−1mlは mと lの交換子とする。ま
た、トーラスは直積空間 S1 × S1の構造を持つことに注意する。
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• Z2 = {±1}の S2への作用を ±1 · �x = ±�xで定める。これは、球面
の各点を対心点に移す写像である。商空間 S2/Z2を射影平面とい
い、P 2で表す。P 2は閉 2次元多様体である。例えば、{(x, y, z) ∈
R

3|x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}が基本領域である。従って、この基本
領域の境界を貼り合わせると射影平面が得られる。特に、S2は P 2

の普遍被覆空間であり、被覆変換群 Z2は P 2の基本群 π1(P
2)と同

型である。π1(P
2)の生成元はmで与えられ、π1(P

2) ∼= 〈m|m2 = e〉
という表示を持つ。

定義 2.6 (連結和) X1, X2を 2次元多様体とし、D1 ⊂ X1, D2 ⊂ X2を
円盤とする。X ′

1 = X1 − int(D1), X ′
2 = X2 − int(D2)とおく。∂X ′

1 =

∂D1, ∂X ′
2 = ∂D2であるから、X ′

1, X ′
2の境界は円周である。同相写像

∂X ′
1 → ∂X ′

2によってX ′
1∪X ′

2に同値関係∼を入れ、標準的全射X ′
1∪X ′

2 →
(X ′

1 ∪ X ′
2)/ ∼から定まる商位相を入れる。この結果得られる位相空間

(X ′
1 ∪X ′

2)/ ∼は再び 2次元多様体になり、これをX1とX2の連結和とい
い、X1#X2で表す。

定義 2.7 (種数 gの閉曲面) 　

1. g個のトーラスの連結和 Fg = T 2
1 # · · ·#T 2

g を種数 gの向き付け可能
閉曲面という。F0 = S2とする。

2. h個の射影平面の連結和Nh = P 2
1 # · · ·#P 2

hを種数 hの向き付け不可
能閉曲面という。

練習問題 2.8 次を示せ。

1. X = X1#X2のとき、χ(X) = χ(X1) + χ(X2) − 2

2. χ(Fg) = 2 − 2g

3. χ(Nh) = 2 − h

4. P 2#T 2 = P 2#P 2#P 2

定理 2.9 (閉 2次元多様体の分類) 閉 2次元多様体は、ちょうど一つの g

に対して Fgと同相か、ちょうど一つの hに対してNhと同相である。

定義 2.10 (種数 gの穴空き曲面) 　

1. Fgから b個のディスクの内部を取り除いた曲面を Fg,bで表す。
2. Nhから b個のディスクの内部を取り除いた曲面をNh,bで表す。
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F0,1はディスクB2である。F0,2をアニュラス、F0,3をパンツという。一
般に、F0,iを平面的曲面という。

定理 2.11 (コンパクト 2次元多様体の分類) コンパクト 2次元多様体は
ちょうど一つの g ≥ 0, b ≥ 0, h ≥ 1に対し、Fg,b又はNg,bと同相である。

例 2.12 アニュラスAは向き付け可能であるが、メビウスの帯Mは向き
付け不可能である。実際、H2(A, ∂A) ∼= Z, H2(M, ∂M) ∼= {0}である。
Mと Aはホモトピー同値であることに注意する。

定義 2.13 (本質的 1次元多様体) F を 2次元多様体とし、αを F に適切
に埋め込まれたループとする。αが次を満たすとき、非本質的という。

• F 内のディスクDで、∂D = αとなるものが存在する。

非本質的でないループを本質的という。次に、F を境界付きの 2次元多
様体とし、αを Fに適切に埋め込まれた弧とする。αが次を満たすとき、
非本質的という。

• F 内のディスクDで、∂D = α ∪ β、α ∩ β = ∂α = ∂β、βは ∂F 内
の弧となるものが存在する。

非本質的でない弧を本質的という。

定義 2.14 (両側) F を 2次元多様体とし、αを F に適切に埋め込まれた
1次元多様体とする。αが次を満たすとき、両側という。

• N(α)が α× Iに同相

両側でない 1次元多様体を片側という。

定義 2.15 (分離的) F を 2次元多様体とし、αを F に適切に埋め込まれ
た 1次元多様体とする。αが次を満たすとき、非分離的という。

• F − αが連結

非分離的でない 1次元多様体を分離的という。

例 2.16 　

1. S2 内に適切に埋め込まれたループは非本質的、両側かつ分離的で
ある。
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2. S1 ⊂ S2の商空間として得られる、P 2に適切に埋め込まれたループ
S1/Z2 ⊂ S2/Z2は本質的、片側かつ非分離的である。

3. R
1 ⊂ R

2の商空間として得られる、T 2内に適切に埋め込まれたルー
プ R

1/Z ⊂ R
2/(Z ⊕ Z)は本質的、両側かつ非分離的である。

4. P 2、T 2内には本質的かつ分離的なループは存在しない。
5.アニュラスAに適切に埋め込まれた弧 αで、αが ∂Aの異なる成分
を繋ぐとき、本質的である。

6. 2次元多様体 F 内に適切に埋め込まれた 1次元多様体 αが片側なら
ば、非分離的である。

7. 2次元多様体 F 内に適切に埋め込まれた 1次元多様体 αが非分離的
ならば、本質的である。

定義 2.17 (階層) F、Fi (i = 1, . . . , n + 1)をコンパクトな 2次元多様体
（曲面）とし、αi (i = 1, . . . , n)を Fiに適切に埋め込まれた連結な本質的
1次元多様体とする。これらの組の列 (F1, α1), · · · , (Fn, αn)が次を満たす
とき、F の階層という。

1. F = F1

2. Fi+1 は Fi を αi に沿って切り開いて得られる 2 次元多様体 (i =

1, · · · , n)

3. Fn+1の連結成分は全てディスク

練習問題 2.18 任意の 2次元多様体が階層を持つことを示せ。

補題 2.19 Pを 2次元球面から b個の 2次元円盤の内部を取り除いた曲面
とし（但し b > 1）、(P1, α1), (P2, α2), . . . , (Pn, αn)を P の階層とする。こ
のとき、Pn+1の連結成分の個数を dとすると、d ≤ b− 1である。
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3 3次元多様体
定義 3.1 (3次元球体) B3 = {(x, y, z) ∈ R

3|x2 + y2 + z2 ≤ 1}を 3次元
単位球体という。B3に同相な 3次元多様体を 3次元球体という。

定義 3.2 (トーラス体) 単位円周S1と 2次元円盤B2との直積空間S1×B2

をトーラス体という。境界 ∂(S1 ×B2) = S1 × ∂B2 = S1 ×S1はトーラス
である。

定義 3.3 (ハンドル体) 3次元球体B3の境界上に、互いに交わらない 2g

個の円盤をとる。これら 2g個の円盤を、向きを逆にする同相写像で貼り
合わせて得られる境界付き 3次元多様体を種数 gのハンドル体といい、Hg

で表す。

練習問題 3.4 　

1. 種数 1のハンドル体H1はトーラス体であることを示せ。
2. ∂Hgは Fgに同相であることを示せ。
3. H1の基本群 π1(H1)は無限巡回群Zに同型であることを示せ。
4. 一般に、π1(Hg)は階数 gの自由群であることを示せ。

定義 3.5 (3次元球面) S3 = {(x, y, z, w) ∈ R
4|x2 + y2 + z2 + w2 = 1}を

3次元単位球面という。S3に同相な 3次元多様体を 3次元球面という。

練習問題 3.6 　

1. S3は二つの 3次元球体を、その境界で貼り合せて得られることを
示せ。

2. S3は二つのトーラス体を、その境界で貼り合せて得られることを
示せ。

3. S3は二つのハンドル体を、その境界で貼り合せて得られることを
示せ。

定義 3.7 (レンズ空間) V1と V2をトーラス体とし、miと liをそれぞれ Vi

のメリディアンとロンジチュードとする。ここで、miと liは π1(∂Vi)の
生成元とみなせ、π1(∂Vi) ∼= 〈mi〉 ⊕ 〈li〉 ∼= Z⊕Zかつ π1(Vi) ∼= 〈li〉 ∼= Zで
ある。p, qを互いに素な整数とし、写像 φ(m2) = pl1 + qm1を考える。φ

は ∂Viに拡張し、φ∗ : ∂V2 → ∂V1を誘導する。φ∗によって V1と V2を境
界で貼り合わせて得られる 3次元多様体を (p, q)型のレンズ空間といい、
L(p, q)で表す。S3及び S2 × S1はレンズ空間と呼ばないこともある。
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練習問題 3.8 次を示せ。

1. L(1, q) ≈ S3、L(0, 1) ≈ S2 × S1、L(2, 1) ≈ RP 3

2. L(p, q) ≈ L(p,−q) ≈ L(−p, q) ≈ L(−p,−q) ≈ L(p, q + kp)

3. π1(L(p, q)) ∼= Z/p

定理 3.9 (Brody) レンズ空間 L(p, q)と L(p′, q′)が同相である為の必要
十分条件は、p = p′かつ、q ≡ ±q′ (mod p)又は qq′ ≡ ±1 (mod p)が成
り立つことである。

定義 3.10 (積多様体) 円周S1とコンパクトな曲面Fとの直積空間S1×F

を S1と F との積多様体という。

例 3.11 (3次元トーラス) Fがトーラス S1 × S1のとき、積多様体 S1 ×
F = S1 × S1 × S1を 3次元トーラスという。

練習問題 3.12 3次元トーラスは二つの種数 3のハンドル体を、その境界
で貼り合せて得られることを示せ。

定義 3.13 (クライン体) 積多様体B2×Iに向きを指定する。B2×{0}と
B2 × {1}を向きを保存する同相写像で貼り合せて得られる 3次元多様体
をクライン体という。

定義 3.14 Mを 3次元多様体とし、αをM内の単純閉曲線、N(α)をその
正則近傍とする。このときN(α)はトーラス体かクライン体となる。N(α)

がトーラス体のとき、αを向きを保存する単純閉曲線といい、N(α)がク
ライン体のとき、αを向きを逆にする単純閉曲線という。

定理 3.15 3次元多様体Mが向き付け可能であるための必要十分条件は、
M 内の任意の単純閉曲線が、向きを保存することである。

定理 3.16 Mをコンパクトで向き付け可能な 3次元多様体とする。この
とき、以下は同値である。

• Mが種数 gのハンドル体と同相

• M に適切に埋め込まれた g 個の互いに交わらない 2 次元円盤
D1, D2, . . . , Dgが存在して、M を D1, D2, . . . , Dgで切り開いて得
られる 3次元多様体は、3次元球体に同相。
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定義 3.17 (結び目・絡み目) S1
1 ∪ · · · ∪ S1

nの S3への埋め込み f : S1
1 ∪

· · ·∪S1
n → S3、又は像 f(S1

1 ∪· · ·∪S1
n) ⊂ S3を絡み目という。特に、n = 1

のとき、結び目という。

例 3.18 (結び目の補空間と外部) K ⊂ S3を結び目とする。S3 −KをK

の補空間という。S3−Kは向き付け可能で連結な 3次元多様体であるが、
境界を持たないのでコンパクトではない。Kの正則近傍を N(K)とし、
E(K) = S3 − intN(K)とおく。E(K)をKの外部という。N(K)はトー
ラス体である。E(K)はコンパクト、向き付け可能で連結な 3次元多様体
である。

命題 3.19 Mをコンパクト、向き付け可能で連結な 3次元多様体で、連
結な境界を持ち、H2(M) = 0とする。また、Fをコンパクト、向き付け可
能で連結な 2次元多様体で、境界を持ち、M 内に適切に埋め込まれてい
るとする。このとき、∂Fが ∂Mを分離するならば、FはMを分離する。

（証明）M ′ = cl(M−N(F ))とおく。完全系列H2(M
′∩N(F )) → H2(M

′)⊕
H2(N(F )) → H2(M) において、H2(M

′ ∩ N(F )) = 0, H2(N(F )) =

0, H2(M) = 0 であるから、H2(M
′) = 0 である。また、完全系列

H3(M
′) → H3(M

′, ∂M ′) → H2(∂M
′) → H2(M

′)において、H3(M
′) =

0, H2(∂M
′) = Z ⊕ Z,H2(M

′) = 0であるから、H3(M
′, ∂M ′) = Z ⊕ Z、

従って、H0(M ′) = Z ⊕Zを得る。ここで、rankH0(M ′) = rankH0(M
′)

が成立するので、H0(M
′) = Z ⊕ Zである。�

練習問題 3.20 K ⊂ S3を三葉結び目（ trefoil）とする。

1. 一つ穴あきトーラス F1,1の S3への埋め込みで、∂F1,1 = Kを満たす
ものが存在することを示せ。これをKのザイフェルト曲面という。

2.トーラス T 2の S3への埋め込みで、T 2 ⊃ Kを満たすものが存在す
ることを示せ。これをKの補間曲面という。

3.ザイフェルト曲面 F1,1に関して、K の外部 E(K)との交わり F =

F1,1 ∩ E(K)を考える。F は境界が一つであり、∂E(K)を分離しな
い。従って、F もE(K)を分離しない。∂F をKのロンジチュードと
いう。また、N(K) = S1 × B2とみなしたときの ∂B2 × {∗}をメリ
ディアンという。

4. 補間曲面T 2に関して、Kの外部E(K)との交わりA = T 2∩E(K)を
考える。Aはアニュラスであるから、境界は二つある。よって、∂A
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は ∂E(K)を分離し、Aは E(K)内で分離的である。Aをケーブリン
グ・アニュラスという。

例 3.21 (同相ではないが、ホモトピー同値の例) トーラス T 2 上に二つ
の互いに交わらない単純閉曲線 C1, C2で、T 2上でディスクを張るもの
をとる。C1, C2に F1,1のコピーを F1,1の境界に沿って貼り付ける。得ら
れた空間をXは、以下で作る二つのコンパクト向き付け可能 3次元多様
体M1とM2の両方にホモトピー同値である。
まず、T 2と F1,1の二つのコピーを太らせ、T 2 × [0, 1]と F1,1 × [0, 1]の

二つのコピーを得る。∂F1,1 × [0, 1]の二つのコピーを、それぞれN(C1)×
{0}とN(C2) × {0}に貼り合わせて得られる多様体をM1とする。また、
∂F1,1× [0, 1]の二つのコピーの一方をN(C1)×{0}に、他方をN(C2)×{1}
に貼り合わせて得られる多様体をM2とする。

M1は三つのトーラスと F3のコピーを境界に持つ 3次元多様体であり、
M2は二つのトーラスと F2の二つのコピーを境界に持つ 3次元多様体で
あるので、これらの多様体は同相ではない。但し、構成方法より、共に
Xとホモトピー同値である。
ところが、“殆ど全て”のホモトピー同値な閉 3次元多様体は、実際に
同相であると広く信じられている。その特別な場合が、次の予想である。

予想 3.22 (ポアンカレ予想 (Poincaré Conjecture)) S3にホモトピー
同値な 3次元多様体は S3と同相である。
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4 連結和
定義 4.1 (連結和) M1, M2を 3次元多様体とし、B1 ⊂ M1, B2 ⊂ M2

を 3次元球体とする。M ′
1 = M1 − int(B1), M ′

2 = M2 − int(B2)とおく。
∂M ′

1 = ∂B1, ∂M ′
2 = ∂B2であるから、M ′

1, M ′
2の境界は 2次元球面であ

る。同相写像 ∂M ′
1 → ∂M ′

2によってM ′
1 ∪M ′

2に同値関係∼を入れ、標準
的全射M ′

1 ∪M ′
2 → (M ′

1 ∪M ′
2)/ ∼から定まる商位相を入れる。この結果

得られる位相空間 (M ′
1 ∪M ′

2)/ ∼は再び 3次元多様体になり、これをM1

とM2の連結和といい、M1#M2で表す。

定義 4.2 (素) 3次元多様体Mが次を満たすとき、素であるという。

• M = M1#M2ならば、M1 ≈ S3又はM2 ≈ S3

但し、S3は素ではないと定める。

定義 4.3 (既約) 3次元多様体Mが次を満たすとき、既約であるという。

• M内の任意の 2次元球面Sに対し、M内の 3次元球体Bが存在し、
∂B = Sを満たす。

定義 4.4 (分離的・本質的球面) Sを 3次元多様体M 内の 2次元球面と
する。

• SがMを二つの部分に分けるとき、Sを分離的といい、そうでない
とき非分離的という。

• M内の 3次元球体Bで、∂B = Sとなるものが存在するとき、Sを
非本質的といい、そうでないとき本質的という。

練習問題 4.5 次を示せ。

1. S3は既約であるが、素ではない。
2. S2 × S1は素であるが、既約ではない。
3. 3次元多様体M（但し S3を除く）が既約ならば、Mは素である。
4. 3次元多様体M（但し S2×S1を除く）が素ならば、Mは既約である。

定理 4.6 (Kneser) S3を除く向き付け可能閉 3次元多様体は、有限個の
素な向き付け可能閉 3次元多様体の連結和に分解される。

定理 4.7 (Milnor) S3を除く向き付け可能閉 3次元多様体Mが二通り
の素分解M1# · · ·#Mm 及び N1# · · ·#Nnをもつとき、m = nであり、
必要ならば添え字を換えることにより、Mi ≈ Ni (i = 1, . . . , m)である。
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5 ヒーガード分解
定義 5.1 (ヒーガード分解) M を向き付け可能閉 3次元多様体とする。
Mが次のように二つの種数 gのハンドル体 V1と V2に分解できるとき、
(V1, V2)をMの種数 gのヒーガード分解という。

• M = V1 ∪ V2、V1 ∩ V2 = ∂V1 = ∂V2

F = ∂V1 = ∂V2をMのヒーガード曲面という。F は種数 gの向き付け可
能閉曲面である。F を用いて、Mのヒーガード分解を (V1, V2;F )と表す
こともある。

g(M) = min{g|Mは種数 gのヒーガード分解を持つ }

をMのヒーガード種数という。

例 5.2 　

1. S3種数 0のヒーガード分解を持つ。
2. L(p, q)は種数 1のヒーガード分解を持つ。
3. S1 × S1 × S1は種数 3のヒーガード分解を持つ。

練習問題 5.3 次を示せ。

1. Mが種数 gのヒーガード分解を持つならば、任意の整数 g′ ≥ gにつ
いてMは種数 g′のヒーガード分解を持つ。

定理 5.4 (ヒーガード分解の存在) 任意の向き付け可能閉 3次元多様体は
ヒーガード分解を持つ。

（証明）Mを向き付け可能閉 3次元多様体とし、KをMのある 3角形分
割とする。LをKの 0次元単体及び 1次元単体全体からなるKの部分複
体とする。V1 = N(L)、V2 = M − intV1とおくと、(V1, V2)はMのヒー
ガード分解となっている。

練習問題 5.5 上の証明において、V1及び V2はハンドル体であることを
示せ。
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6 圧縮不可能曲面
定義 6.1 (本質的円盤) M 内に適切に埋め込まれた 2次元円盤Dは、次
を満たすとき非本質的であるという。

• ∂M内の2次元円盤D′で ∂D′ = ∂Dを満たすものが存在して、D∪D′

はM 内のある 3次元球体の境界となっている

Dが非本質的でないとき、Dは本質的であるという。

定義 6.2 (本質的球面) M 内に適切に埋め込まれた 2次元球面 Sは、次
を満たすとき非本質的であるという。

• M 内に 3次元球体Bが存在して、∂B = Sとなっている

Sが非本質的でないとき、Sは本質的であるという。

定義 6.3 (圧縮不可能曲面) Mを 3次元多様体とし、F をM内に適切に
埋め込まれた曲面又は ∂M 内に含まれる曲面とする。ただし、F は 2次
元球面又は 2次元円盤ではないとする。

M 内に次を満たす 2次元円盤Dが存在するとき、Dを F の圧縮円盤
（compressing disk）といい、Fは圧縮可能（compressible）であると
いう。

• D ∩ F = ∂D、かつ ∂Dは F 内で本質的

Fが圧縮可能でないとき、Fは圧縮不可能（ incompressible）である
という。

2次元円盤と 2次元球面に対しては、それらが本質的であるとき圧縮不
可能、非本質的であるとき圧縮可能という。

定義 6.4 M 内の曲面 Fが単射（ injective）であるとは、Ker(π1(F ) →
π1(M))が自明のときをいう。

定理 6.5 F を 3次元多様体内に適切に埋め込まれた S2以外の両側曲面
とする。このとき次は同値である。

1. Fが圧縮不可能
2. Fが単射
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7 ザイフェルト多様体

8 素分解定理

9 トーラス分解定理

10 デーン手術
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